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МЕТОДЫ И МЕТОДОЛОГИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ

СТРУКТУРА И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ ЦИРКОН–КОФФИНИТ ПО ДАННЫМ 

ПОЛУЭМПИРИЧЕСКОГО АТОМИСТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
Д. А. Замятин, Ю. В. Щапова, Н. Н. Еремин, В. С. Урусов

Введение. Синтетические матрицы на осно-
ве циркона (ZrSiO4) рассматриваются как перспек-
тивный материал вейст-форм для утилизации ра-
диоактивных элементов (в частности, плутония 
[12, 14]); природный циркон является минералом-
геохронометром, концентратором изоморфных 
примесных элементов, в том числе радиоактивных 
U и Th, с ортосиликатами последних он образует 
твердые растворы [17].

Структура и термодинамические свойства 
твердых растворов в системе циркон–коффинит 
(Zr1- xUx) SiO4 исследованы мало, однако они явля-
ются критически важными для прогнозирования 
стабильности смешанного кристалла, в частности, 
его поверхностной реакционной способности и хи-
мической устойчивости по отношению к воде. Об-
зор немногочисленных экспериментальных иссле-
дований [12, 13, 15, 22, 23, 25, 29] свойств этих 
твердых растворов дан в работе [21]; во всех рабо-
тах указывается на существование широкой обла-
сти несмешиваемости циркона и коффинита даже 
при высоких температурах (область растворимости 
USiO4 в цирконе <10 мол. % при 900°C [29]) и де-
лается вывод о неидеальном характере этих твер-
дых растворов. Термодинамические свойства по-
добных неидеальных систем определяются суще-
ствованием локальных (микроскопических) напря-
жений, возникающих при замещениях катионов [6, 
19, 26]. Большое различие (19%) ионных радиусов 
катионов Zr4+ и U4+ (соответственно, 0.84 и 1.00 Å 
по Шеннону) должно приводить к локальным на-
пряжениям в структуре и определять энергию сме-
шивания и другие термодинамические характери-
стики твердого раствора [10, 11].

Теоретическое моделирование структуры и тер-
модинамических свойств твердых растворов цир-
кон–коффинит – актуальная материаловедческая за-
дача; ранее структурные особенности твердых рас-
творов в данной системе детально не исследовались. 
Результаты важны как для прогнозирования устой-
чивости вейст-форм, так и для анализа замкнутости 
U–Pb-системы в природном минерале цирконе при 
геохронометрических построениях. Детальная ин-
формация о структуре и свойствах твердых раство-
ров может быть получена с помощью полуэмпири-
ческого структурного моделирования методом атом-
ных парных потенциалов [18]; как показано автора-
ми из МГУ на примере бинарных и тройных систем 

с ионно-ковалентным типом связи (см., например, 
[2, 3]), подобные расчеты дают удовлетворительное 
согласие расчета и эксперимента для оксидных и си-
ликатных твердых растворов.

Цель работы – моделирование структуры и 
термодинамических свойств твердых растворов 
циркон–коффинит методом атомных парных по-
тенциалов.

Методика расчета. Равновесные структуры ми-
нералов и твердых растворов получены моделиро-
ванием в рамках программы GULP [18]; последняя 
основана на представлении кристалла совокупно-
стью точечных ионов, участвующих в дальнодей-
ствующих электростатических (кулоновских) и ко-
роткодействующих взаимодействиях. При записи 
суммарной энергии межатомных взаимодействий 
кулоновские потенциалы притяжения–отталкива-

ния ионов  суммируются по всему 

кристаллу с использованием метода Эвальда [8]. 
Короткодействующие взаимодействия модели-
руются потенциалом Букингема 

 

и ограничиваются
 

радиусом Rmax = 6÷12 Å. Для имитации эффектов 
ковалентности связей Si–O (в частности, для 
учета их направленности) применен трехчастич-
ный угловой деформационный потенциал 
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ijk krV , а также потенциал Мор-

зе V = D{[1 – exp(−a(r − r0))]2 − 1}. Численные пара-
метры, входящие в выражения для потенциалов 
(табл. 1), определены подгонкой значений расчет-
ных структурных и физических характеристик 
крайних компонентов твердых растворов – цирко-
на и коффинита – к соответствующим эксперимен-
тальным данным (табл. 2). Заметим, что расчеты 
проводились в приближении одинаковых числен-
ных параметров потенциалов кремнекислородной 
подрешетки (Букингемовского для пар атомов 
Si�����������������������������������������������– ���������������������������������������������O�������������������������������������������� и �����������������������������������������O����������������������������������������–���������������������������������������O�������������������������������������� и трехчастичного ��������������������O�������������������–������������������Si����������������–���������������O��������������) для всех со-
ставов твердых растворов, что вызывало опреде-
ленные трудности их корректного выбора. Заряды 
ионов циркония, урана, кремния и кислорода были 
взяты из наших неэмпирических квантовохимиче-
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на в катионную подрешетку циркона с использо-
ванием генератора случайных чисел, и отбраковка 
конфигураций, несоответствующих критерию не-
упорядоченности. В качестве такого критерия ис-
пользуется величина квадратов отклонений чис-
ла разнородных пар атомов во второй координаци-
онной сфере для случайной конфигурации от ста-
тистической теоретической гистограммы (крите-
рий согласия Пирсона χ2). В результате определя-
ется конфигурация твердого раствора, в наиболь-
шей степени соответствующая неупорядоченно-
му размещению катионов по позициям. Миними-
зация энергии решетки с использованием програм-
мы �����������������������������������������    GULP�������������������������������������     производилась далее путем варьирова-
ния координат всех ионов генерированной как опи-
сано выше сверхячейки.

ских расчетов циркона и изоморфной примеси ура-
на в нем [5].

В отсутствие каких-либо экспериментальных 
данных о наличии/отсутствии эффектов упоря-
дочения в распределении катионов твердых рас-
творов циркон–коффинит в первом приближе-
нии моделировали полностью композиционно-
неупорядоченные растворы. Для создания неупо-
рядоченного размещения катионов урана по цир-
кониевым позициям использовали специальную 
программу BINAR [2]; расчеты проводились для 
расширенной ячейки (“сверхячейки”) циркона 
(Zr,U)64Si64O256 размером 2 × 2 × 4. В основе алго-
ритма программы BINAR лежит анализ степени 
неупорядоченности множества случайных конфи-
гураций, полученных “вбрасыванием” атомов ура-

Таблица 1. Рассчитанные параметры межатомных потенциалов
Потенциал Букингема Атом 1 Атом 2 A, эВ ρ, Å C, eV*Å6 R min, Å R max, Å

Si O 301 0.318 0 0 8
Zr O 1139.9 0.315 0 0 8
U O 1638.3 0.319 0 0 8
O O 4048.394 0.27047 0 0 8

Потенциал Морзе Атом 1 Атом 2 D, эВ a, A-2 r0, A R min, Å R max, Å
V=D{[1-exp(−a(r−r0))]2−1} Zr Si 1.45 1.85 2.5 0 8

U Si 0.83 1.85 2.3 0 8
Трехчастичный потенциал Атом 1 Атом 2 Атом 2 kB, эВ∙рад-2 Θ° R min, Å R max, Å

2
0 )(

2
1)( θθ −= B

трех
ijk krV

Si (P) O1 O2 1.09724 109.47 0
0

1.9
(Si–O)

3.5
(O–O)

Таблица 2. Расчетные и экспериментальные характеристики циркона и коффинита

Параметры Циркон Коффинит
Эксп.** Расчет Разн.***, % Эксп. Расчет Разн., %

a, Å 6.607 6.6132 0.09 6.995 7.0706 1.08
c, Å 5.982 6.0109 0.48 6.263 6.329 1.05
Объем V, Å3 261.12 262.89 0.68 306.45 316.41 3.25
Плотность г/см3 4.6–4.7 4.63 – 5.1–7.2 6.93 –
Расстояние Ме*–Si, Å 2.991 3.0055 0.48 3.132 3.1645 1.04
Расстояние Ме–Oс, Å 2.1304 2.1331 0.13 2.3194 2.3543 1.50
Расстояние Ме–Oe, Å 2.2698 2.371 4.46 2.5127 2.4897 –0.92
Расстояние Si–O, Å 1.6223 1.5808 –2.56 1.5823 1.6091 1.69
Расстояние O–Oi, Å 
(кол-во различных атомов Oi)

2.4301 (1) 2.4755 (1) –1.87 (1) 2.5182 (1) 2.5022 (1) –0.64 (1)
2.4945 (1) 2.6742 7.20 2.9482 2.9122 –1.22
2.752 (2) 2.6327 –4.34 2.616 2.6883 2.76
2.8426 (4) 2.8408 –0.06 3.308 3.0474 –7.88
3.071 (2) 3.1048 1.10 3.391 3.4258 1.03

Энергия решетки, эВ – –192.39 – –182.45
Упругие свойства, гПа
С11
С33
С44
С66
С12
С13

4.230
4.900
1.130
0.485
0.703
1.490

4.898
5.891
1.197
0.722
0.690
1.491

0.16
0.20
0.06
0.49
0.02
0.00

–
3.777
4.460
0.975
0.286
0.238
1.046

–

Диэлектр. постоянная 8.3–9.0 10.51 – 7.10 –
Примечания: * – Ме = ����������������������������������������������������������������������������������������������������Zr��������������������������������������������������������������������������������������������������,U; ** – параметры структуры по данным [24]; физические свойства по данным [27]; *** – относитель-
ная разность экспериментальных и расчетных параметров.
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Результаты. Локальная структура и свойства 
крайних членов твердого раствора – циркона и 
коффинита. Известно, что конечные члены твер-
дого раствора – минералы циркон и коффинит – 
изоструктурны, кристаллизуются в тетрагональной 
сингонии, пространственная группа I41/����������amd�������; кати-
оны занимают позиции 4 2m, кислород – позиции 
m [16]. Изолированные тетраэдры SiO4 (несколько 
вытянутые вдоль оси c) имеют общие ребра (вдоль 
оси c) и общие вершины (вдоль направлений a,b) 
с додекаэдрами MeO8; в последних имеется 4 уко-
роченных (“compressed”) связи Me–Oc и 4 удлинен-
ных (“elongated”) связи Me–Oe; атомы кислорода 
имеют тройную координацию (Me,Me,Si).

Использование потенциалов взаимодействия 
с приведенными в табл. 1 численными значения-
ми параметров позволило достичь удовлетвори-
тельного согласия экспериментальных и расчет-
ных структурных и других физических характе-
ристик циркона и коффинита (табл. 2). Для обо-
их крайних компонентов экспериментальные зна-
чения параметров решетки a, b, c воспроизводят-
ся с точностью порядка 1%. Рассчитанные значе-
ния расстояний катион–кислород отклоняются от 
экспериментальных данных [24]: в коффините – не 
более, чем на 1.7% (расстояния O–O – на 7–8%); в 
цирконе – расстояния Zr–Oc, Zr–Si, Si–O – не более, 
чем на 2.6%, расстояние Zr–Oe – на 4.5% (т.е. цир-
кониевый додекаэдр оказывается вытянутым вдоль 
оси с). Таким образом, при хорошем предсказании 
значений постоянных решетки, величин большин-
ства длин связей катион-кислород, а также объема 
катион-кислородных полиэдров, в расчетах наблю-
дается некоторое искажение формы полиэдров, свя-
занное с подвижностью кислородной подрешетки 
и высокой чувствительностью позиций кислород-
ных атомов к параметрам межатомных взаимодей-
ствий [4, 7]. Рассчитанные макроскопические свой-
ства удовлетворительно согласуются с эксперимен-
тальными данными (см. табл. 2). В целом следует 
считать использованную модель удовлетворитель-
ной для предсказания структуры и свойств циркона 
и коффитнита, что позволяет перейти к моделиро-
ванию их твердых растворов.

Структура неупорядоченных твердых раство-
ров состава (Zr1-х,Uх)SiO4. Концентрационные за-
висимости отклонений ∆ f = fрасчет – fадд рассчитан-
ных значений параметров fрасчет (fрасчет – постоянные 
решетки a, b, c, мольный объем V, плотность d) от 
аддитивной зависимости от состава твердого рас-
твора fадд = f1·(1–х) + f2·x (х – мольная доля USiO4, 
f1 и f2 – значения параметров для циркона и коффи-
нита) приведены на рис. 1. Отметим, что расчеты 
были выполнены для всех составов, в том числе 
для области несмешиваемости, так что часть дан-
ных соответствует не реальным, а гипотетическим 
твердым растворам. Расчеты предсказывают неад-
дитивную зависимость всех рассчитанных параме-

тров от состава. Из рис. 1, а видно, что для постоян-
ных ������������������������������������������a�����������������������������������������(����������������������������������������b���������������������������������������) наблюдаются положительные, для посто-
янной с – отрицательные отклонения от аддитивной 
функции (правило Вегарда). Этот результат указы-
вает на наличие анизотропии структурных дефор-
маций в смешанном кристалле: в направлениях a(b) 
увеличение размеров элементарной ячейки оказы-
вается выше, а в направлении ������������������c����������������� – ниже, чем мож-

Рис. 1. Концентрационные зависимости отклоне-
ний ∆f = fрасчет – fадд рассчитанных значений пара-
метров fрасчет от аддитивной зависимости от соста-
ва твердого раствора fадд = f1·(1 – х) + f2·x (х – моль-
ная доля USiO4, f1 и f2 – значения параметров для 
циркона и коффинита): а – постоянные решетки 
a (1), b (2), c (3); б – мольный объем ������������V�����������; в – плот-
ность ρ.
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но было бы ожидать с учетом роста среднего разме-
ра катионов в додекаэдрических позициях при за-
мещениях U → Zr. Данный результат может быть 
объяснен анизотропией сочленения полиэдров SiO4 
и ZrO8 в структуре циркона (общими вершинами в 
направлениях ���������������������������������     a��������������������������������     (�������������������������������     b������������������������������     ) и общими ребрами в направле-
нии �����������������������������������������c����������������������������������������), приводящей к повышенной деформируемо-
сти, облегченной перестраиваемости структуры в 
направлениях a(b) по сравнению с направлением c. 
Аналогичный вывод об анизотропии локальных де-
формаций сделан в работе [21] на основании анали-
за величин экспериментальных уширений полос ра-
мановских спектров, соответствующих модам коле-
баний различной симметрии (в частности, в данной 
работе показано, что решеточные моды Eg, соответ-
ствующие движению SiO4 тетраэдров и катионов в 
плоскости (��������������������������������������ab������������������������������������), уширяются при образовании из цир-
кона твердых растворов (Zr1-х,Uх)SiO4 сильнее, чем 
решеточные моды Blg, соответствующие решеточ-
ным колебаниям вдоль оси ����������������������c���������������������). Полученный резуль-
тат согласуется и с известным фактом анизотропно-
го (преимущественного в направлениях �����������a����������,���������b��������) умень-
шения постоянных решетки циркона при отжиге ра-
диационных повреждений его структуры [20, 28].

Из рис. 1б, в видно, что для системы циркон–
коффинит характерно отрицательное отклонение 
мольного объема ΔV и положительное отклонение 
плотности ��������������������������������������Δρ������������������������������������ от аддитивной зависимости от соста-
ва (правило Ретгерса); в классической теории твер-
дых растворов такое поведение связывается с на-
личием значительных взаимодействий замещаю-
щих друг друга катионов и возможным образова-
нием сверхструктур [1]. Весьма вероятно, что взаи-
модействия ������������������������������������U����������������������������������� и ��������������������������������Zr������������������������������ соседних додекаэдров действи-
тельно характерны для твердого раствора (Zr1-х,Uх)
SiO4; это предположение может быть сделано на 
основании результатов нашего расчета электрон-
ного строения примеси урана в цирконе [5], свиде-
тельствующего о заметных отличиях электронного 
строения атомов кислорода �����������������������O����������������������(���������������������Zr�������������������,������������������U�����������������,����������������Si��������������), присутству-
ющих в твердом растворе, по сравнению с атома-
ми кислорода O(Zr,Zr,Si) в цирконе. В то же время 
необходимо подчеркнуть, что в данной работе факт 
взаимодействия катионов в явном виде не учиты-
вался (т.е. не вводилась какая-либо зависимость па-
раметров потенциалов от состава твердого раство-
ра); кроме того, в использованном приближении 
сознательно игнорировались возможные эффекты 

Рис. 2. Рассчитанные гистограммы количества атомов кислорода, расположенных на определенных расстоя-
ниях от катионов Zr (а–д) и U (е–к) в сверхячейках состава (Zr1-х,Uх)SiO4.
x= 0.14 (а, е), 0.28 (б, ж), 0.50 (в, з), 0.72 (г, и) и 0.86 (д, к); пунктир – длины связей катион-кислород в коффините и цирконе.
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упорядочения (образования сверхструктур). В свя-
зи с этим следует считать полученную закономер-
ность для ��������������������������������������ΔV������������������������������������ и ���������������������������������Δρ������������������������������� следствием геометрических осо-
бенностей структуры циркона, приводящих к его 
анизотропному деформированию при замещениях 
Zr → U.

Локальная структура кислородной подрешетки 
твердых растворов проиллюстрирована на рис. 2, 
где представлены рассчитанные гистограммы коли-
чества атомов кислорода, расположенных на опре-
деленных расстояниях от катионов Zr и U; гисто-
граммы представляют собой функции распределе-
ния (ФР) расстояний катион–кислород Zr(U)–O в 
сверхячейках состава (Zr1-х,Uх)SiO4, x = 0.14; 0.28; 
0.50; 0.72 и 0.86. Видно, что формирование твердо-
го раствора коффинита в цирконе приводит к суще-
ственному искажению структуры кислородных до-
декаэдров как катиона-хозяина (Zr), так и катиона 
замещения (U). В кристалле циркона с небольшим 
содержанием коффинита (x = 0.14, рис. 1а) поло-
жения основных максимумов ФР катиона-хозяина 
Zr– Oc (2.15 Å) и Zr–Oe (2.37 Å) близки к рассчи-
танным значениям расстояний (2.13 и 2.37 Å) в 
бездефектном кристаллическом цирконе. Кроме 
основных пиков (они обозначены далее (Zr–Oc)1 
и (Zr– Oe)1), на ФР твердого раствора присутству-
ют дополнительные максимумы, соответствующие 
связям (Zr–Oc)2 уменьшенной длины 2.09 Å и свя-

Рис. 3. Концентрационные зависимости наиболее вероятных межатомных расстояний катион–кислород в 
твердых растворах (Zr1-х,Uх)SiO4.

зям Zr–Oe уменьшенной (Zr–Oe)2 = 2.31 Å и уве-
личенной (Zr–Oe)3 = 2.45 Å длины (значения длин 
связей указаны для состава x = 0.14). Максимумы 
ФР катиона замещения также “расщеплены” на не-
сколько пиков и наблюдаются при 2.21 и 2.27 Å для 
U–Oc и 2.40, 2.43 и 2.45 Å – для U–Oe (при x = 0.14). 
С ростом параметра x пики на ФР, соответствую-
щие межатомным расстояниям Zr–O, смещаются в 
область больших расстояний, а пики, соответству-
ющие U–O, – в область меньших расстояний.

Концентрационные зависимости межатомных 
расстояний катион-кислород в системе циркон–
коффинит приведены на рис. 3. Из рис. 3а вид-
но, что концентрационное поведение длин связей 
Zr– Oc и Zr–Oe различно. При x < 0.5 длины связей 
(Zr–Oc)1 и (Zr–Oc)2 увеличиваются, в то время как 
длины связей (Zr–Oe)1,2,3 практически не изменяют-
ся; длина связи (Zr–Oe)1 остается равной своему зна-
чению в цирконе. Этот результат указывает на ани-
зотропную деформацию цирконий-кислородных 
додекаэдров в данной области составов и соответ-
ствует факту анизотропного расширения решетки с 
ростом параметра x. Для гипотетических составов 
с x > 0.5 изменения Zr–Oc практически не фиксиру-
ются, в то время как среднее значение Zr–Oe увели-
чивается; при этом наблюдается значительный раз-
брос длин связей Zr–Oc, указывающий на сильное 
структурное разупорядочение.
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ФР длин связей ���������������������������    U��������������������������    –�������������������������    O������������������������     в твердом растворе так-
же “расщепляются” на два и более максимумов 
для связей U–Oc и U–Oe, соответственно. В отли-
чие от концентрационного поведения Zr–O, длины 
связей U–Oc увеличиваются с ростом параметра x 
почти линейно во всей области составов. Указан-
ной почти линейной зависимости соответствует и 
длина связи U–Oc = 2.198, полученная для состава 
x���������������������������������������������� ≈ 0, моделированием одиночного примесного ио-
на урана в цирконе [9]. Изменение (рост с ростом x) 
длины связи U–Oe более выражен в области соста-
вов x > 0.5. Как и в случае цирконий-кислородной 
подрешетки, релаксация укороченной связи додека-
эдра U–Oc более значительна, чем удлиненной свя-
зи U–Oe.

Для установления причин “расщепления” ФР 
длин связей твердого раствора проанализировны 
изменения ближнего порядка, сопровождающие 
встраивание U → Zr одиночного примесного атома 
урана в циркон. Как показано нами ранее [9], для до-
декаэдра UO8 в цирконе U–Oc = 2.198, U–Oe = 2.401; 
при замещениях происходит существенное искаже-
ние структуры соседних додекаэдров ZrO8, связан-
ных с додекаэдром UO8 общими ребрами в направ-
лениях a,b: длины связей в них составляют Zr– Oc = 
(2.114; 2.170; 2.170; 2.138 Å) и Zr–Oe = (2.285; 2.342; 
2.298; 2.310 Å). При этом происходит некоторая де-
формация соседних тетраэдров SiO4, а также уко-
рочение длин связей Zr–Oe в додекаэдрах ZrO8, свя-
занных с UO8 через тетраэдры SiO4 в направле-
нии оси ���������������������������������������c��������������������������������������, до 2.284 Å. Приведенные данные пока-
зывают, что “расщепление” пиков ФР длин связей 
катион-кислород связано с взаимным влиянием ка-
тионов: с появлением атомов ���������������������U�������������������� в цирконе укорочен-
ные связи (Zr–Oc)2 и удлиненные связи (Zr–Oe)3 воз-
никают за счет деформации связанных с UO8 общи-
ми ребрами додекаэдров ZrO8; укороченные связи 
(Zr–Oe)2 обусловлены взаимодействиями катионов 
в цепях через тетраэдры SiO4. Можно предполагать, 
что “расщепление” пиков ФР длин связей U–Oc обу-
словлены аналогичными эффектами взаимного де-
формирования катион-кислородных додекаэдров. 
Различия в концентрационном поведении длин свя-
зей Zr–O и U–O обусловлены, вероятно, различным 
знаком деформации додекаэдров при образовании 
твердого раствора – растяжением в первом случае и 
сжатием во втором.

Помимо деформации катион-кислородных до-
декаэдров, расчеты предсказывают небольшое уве-
личение размеров тетраэдров SiO4 при переходе от 
циркона к коффиниту. Этот результат согласуется с 
выводами работы [21] о росте средней длины связи 
Si�����������������������������������������������–O с ростом содержания урана в цирконе, сделан-
ными на основании обнаруженного красного сдви-
га частот валентных колебаний �������������������Si�����������������–O в твердых рас-
творах.

Отметим, что полученные нами результаты по-
зволяют, в принципе, решать важные для спектро-

скопии вопросы оценки степени структурной неу-
порядоченности твердых растворов – характеристи-
ки, определяющей неоднородное уширение спек-
тральных параметров смешанного кристалла. Мо-
делирование смешанных кристаллов мы проводи-
ли в приближении композиционной неупорядочен-
ности, однако, вследствие различий структурной 
релаксации компонент раствора, степень струк-
турной (геометрической) неупорядоченности мо-
жет изменяться при варьировании состава. Расчет 
среднеквадратичных смещений атомов кислорода 
из положений равновесия в сверхъячейке твердого 
раствора (т.е. от их средневзвешенных положений 
в смешанном кристалле) и определение таким об-
разом величины, близкой по физическому смыслу к 
статическому фактору Дебая-Уоллера, могут быть 
использованы в качестве полезного критерия степе-
ни структурной неупорядоченности твердого рас-
твора в зависимости от его состава.

Термодинамические свойства твердых раство-
ров (Zr1-х,Uх)SiO4. Расчет термодинамических ха-
рактеристик твердых растворов проводили в соот-
ветствии с представлениями [6, 7]; подобные рас-
четы основаны на записи уравнения равновес-
ного состояния системы, соответствующего ми-
нимуму ее свободной энергии Гиббса (изобарно-
изотермического потенциала):

G = H – TS = U +PV– TS, (1)
где H – энтальпия (теплота) образования, U – вну-
тренняя энергия или энергия атомизация систе-
мы, S – энтропия, T – температура). Из уравнения 
(1) видно, что внутренняя энергия системы вно-
сит в свободную энергию Гиббса положительный 
вклад, а энтропийное слагаемое TS – отрицатель-
ный вклад; отсюда, в частности, очевидно, что эн-
тропийный вклад всегда способствует взаимному 
растворению за счет роста энтропии с увеличением 
беспорядка в системе; кроме того, с ростом темпе-
ратуры взаимная растворимость компонентов уве-
личивается.

С учетом аддитивного характера термодинами-
ческих функций (ТФ) уравнение (1) может быть пе-
реписано для функций смешения твердых раство-
ров (разностей ТФ твердого раствора и ТФ механи-
ческой смеси компонент):

ΔGсм = ΔHсм – TΔSсм = ΔUсм + PΔV – TΔSсм, (2)
где ΔHсм, ΔUсм и ΔSсм – энтальпия, энергия и энтро-
пия смешения;

ΔGсм = G(x) – x1G1 – x2G2, (3),
ΔHсм = H(x) – x1H1 – x2H2, (4),
ΔU см = U(x) – x1U1 – x2U2 (5),

где x1, x2 – мольные доли компонентов раствора, H1, 
H2, U1, U2, – энтальпии и энергии образования чи-
стых компонентов раствора, H(x) и U(x) – энергия 
и энтальпия образования твердого раствора. Отме-
тим, что энтальпия смешения ΔHсм отлична от ну-
ля только для неидеальных (реальных) растворов, 
к которым относится и рассматриваемая система 
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(Zr1- х,Uх)SiO4 (для идеальных растворов, по опре-
делению, ΔHсм = 0, изменение объёма при смеше-
нии ΔV = 0, энтропия смешения выражается той же 
формулой, что и для идеальных газов). С учетом 
того факта, что при обычных давлениях величиной 
работы против давления PΔV при изменении объе-
ма можно пренебречь, энтальпия смешения может 
быть рассчитана по приближенной формуле:

ΔHсм ≈ ΔUсм = U(x)– U1x1 – U2x2. (6)
Энтропия твердого раствора может быть рассчита-
на по формуле

ΔSсм = Sконф+ΔSкол, (7)
где ΔSкол = Sкол(x) – S1 x1 – S2 x2 – колебательная эн-
тропия смешения, Sконф = R(x1 ln x1+ x2 ln x2) – кон-
фигурационная энтропия раствора.

Уравнения (2), (6), (7) позволяют определить 
термодинамические функции смешения ΔHсм и 
ΔGсм во всем диапазоне составов и температур с ис-
пользованием рассчитанных по программе GULP 
величин U(x), Sкол(x) для твердых растворов и U1, U2, 
S1, S2 для чистых компонентов (циркона и коффини-
та). Кроме того, на основе рассчитанной энтальпии 
смешения может быть рассчитан параметр взаимо-
действия компонентов раствора:

Q = ΔHсм /(x1 x2); (8)
чем больше величина параметра взаимодействия, 
тем меньше взаимная растворимость компонен-
тов; если параметр взаимодействия не зависит от 
состава твердого раствора, то раствор называют 
регулярным, и критическая температура распада 
такого раствора может быть оценена как T = Q/4 
(Q – кал/ моль); если Q зависит от состава, то рас-
твор является субрегулярным, и величина Q опре-
деляется локальными деформациями структуры, в 
свою очередь зависящими от относительных разме-
ров катионов.

Концентрационные зависимости ТФ приведе-
ны на рис. 4. Видно, что внутренняя энергия си-
стемы растет с ростом концентрации коффинита 
(рис. 4а). Энтальпия образования твердого раство-
ра в области промежуточных составов имеет высо-
кие значения (рис. 4б), превышающие эксперимен-
тальные значения ΔHсм для большинства силикатов; 
этот факт указывает на низкую взаимную раство-
римость циркона и коффинита. Параметр взаимо-
действия зависит от состава (рис. 4в); таким обра-
зом, твердые растворы (Zr1-х,Uх)SiO4 являются су-
брегулярными. Вычисленные с учетом энтропий-

Рис. 4. Концентрационные зависимости рас-
считанных (на формульную единицу) термоди-
намических характеристик твердых растворов 
(Zr1- х,Uх)SiO4.
а – энергия образования решетки U; б – энтальпия сме-
шения ΔHсм; в – параметр взаимодействия Q; г – энтро-
пия (конфигурационная Sконф (1), смешения ΔSсм (2), ко-
лебательная ΔSкол (3)); д – энергия смешения Гиббса 
при Т = 0 К (1), 273 К (2), 500 К (3), 1000 К (4), 2000 К 
(5), 3000 К (6).
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ного вклада (рис. 4г) значения ΔGсм при различ-
ных температурах (рис. 4д), в принципе, позволя-
ют определить критические условия смесимости 
(по равенству нулю второй и третьей производных 
свободной энергии смешения по составу); видно, 
что в области составов �������������������������x �����������������������> 0.14 перегибы на кри-
вых ΔGсм (соответствующие равенству нулю второй 
производной) фиксируются только при температу-
рах ~2000°���������������������������������������C��������������������������������������, что практически соответствует отсут-
ствию смесимости в системе. Для более детально-
го анализа смесимости в системе при ��������������x������������� < 0.14 необ-
ходимы специальные расчеты структуры и свойств 
твердых растворов с малым содержанием урана. 
Таким образом, в рамках использованного прибли-
жения о композиционной неупорядоченности твер-
дых растворов расчеты предсказывают отсутствие 
смесимости в системе (Zr1-х,Uх)SiO4 в области со-
ставов x > 0.14.

Выводы. Предложен и обоснован согласован-
ный набор параметров межатомных потенциа-
лов взаимодействия атомов Zr, U, Si и O для расче-
тов структуры и свойств твердых растворов систе-
мы циркон–коффинит, промоделирована структу-
ра чистых компонентов и гипотетических твердых 
растворов (Zr1-х,Uх)SiO4 во всей области составов в 
предположении их композиционной неупорядочен-
ности, выполнен анализ локальной структуры и тер-
модинамических характеристик. Композиционно-
неупорядоченные твердые растворы циркон–коф-
финит не подчиняются правилам Вегарда и Ретгер-
са. Обнаружено анизотропное (преимущественно в 
направлениях ���������������������������������   a��������������������������������   ,�������������������������������   c������������������������������   ) расширение структуры смешан-
ного кристалла (Zr1-х,Uх)SiO4 с ростом параметра x, 
которое обусловлено повышенной деформируемо-
стью додекаэдрических связей Zr(U)–Oc по сравне-
нию с Zr(U)–Oe. Установлено наличие дублетного 
распределения связей Zr(U)–Oc и широкого (три и 
более неявно выраженных максимумов) распределе-
ния связей Zr(U)–Oe по длинам в твердом растворе; 
разброс длин связей Zr–Oe выше, чем связей U– Oe. 
Наличие нескольких пиков на функциях распреде-
ления катион-кислородных связей по длине связа-
ны с эффектами взаимного деформирования додека-
эдров ZrO8 иUO8. Средняя локальная структура до-
декаэдров зависит от параметра x; с ростом x при 
x < 0.5 длина связей Zr–Oс увеличивается, а длина 
связей Zr–Oe практически не изменяется; при x > 0.5 
средняя длина связи Zr–Oe начинает расти. Расчеты 
предсказывают также небольшое увеличение разме-
ров тетраэдров SiO4 при переходе от циркона к коф-
финиту. Полученные результаты дают принципи-
альную возможность количественной оценки степе-
ни структурной (геометрической) неупорядоченно-
сти композиционно неупорядоченого твердого рас-
твора в зависимости от его состава. Расчеты термо-
динамических характеристик твердых растворов 
предсказывают отсутствие смесимости в системе 
(Zr1-х,Uх)SiO4 в области составов x > 0.14.

Работа выполнена в рамках программ Прези-
диума РАН № 14 “Научные основы рационального 
природопользования” и № 20 “Создание и совер-
шенствование методов химического анализа”, а 
также в рамках междисциплинарной интеграци-
онной программе УрО РАН “Состав, структура 
и физика радиационно-термических эффектов в 
фосфатных и силикатных минералах и стеклах как 
основа для геохронологических построений и соз-
дания материалов для утилизации высокоактив
ных долгоживущих радионуклидов” при поддерж-
ке грантов РФФИ № 07-05-00097а и 09-05-00513-а.
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